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A passagem do nℜ  para espaços mais gerais introduz fenômenos antes impossíveis no nℜ . 

Um deles é a existência de Seqüência de Cauchy não convergente. Este fenômeno motiva a definição 
de Completude de um Espaço Vetorial Normado. 

Apresentaremos neste trabalho o Espaço das Funções Contínuas por Partes denotado por 
],[ baCP , definiremos uma norma sobre o mesmo e em seguida mostraremos que existe nesse espaço 

Seqüência de Cauchy não convergente. Dessa forma temos um exemplo de espaço normado que não é 
completo, ou seja, não é de Banach. 

 Definição 1: Diz-se que uma função real f  é contínua por partes num intervalo ],[ ba  
se: 

(i) f  é definida em ],[ ba , exceto em um número finito de pontos; 

(ii) f  é continua em ],[ ba , exceto em um número finito de pontos; 

(iii) os limites )(lim)( 0
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todo ],[0 bax ∈ . (Observemos que apenas um dos limites é cabível se 0x  é um extremo de ],[ ba ). 

Quando 0x  é um ponto de continuidade de f , cada um desses limites é igual ao valor de f  

em 0x , e temos então )()()( 000
−+

== xfxfxf . 
A condição de que esses limites sejam finitos em cada ponto de ],[ ba implica que as únicas 

descontinuidades de f  são “saltos”. 
 Definição 2: Dizemos que duas funções contínuas por partes são iguais se elas diferem 

somente em um numero finito de pontos.  
Definimos também duas operações em ],[ baCP :a adição e a multiplicação por escalar real. 

Ambas definidas da maneira usual, ou seja, ponto a ponto onde fizer sentido. É fácil verificar que o 
conjunto ],[ baCP  munido dessas operações é um espaço vetorial sobre ℜ . Com a noção de 

igualdade dada na definição 2, verifica-se que ∫>=<
b

a
dxxgxfgf )()(,  define um produto interno 

em ],[ baCP . Dessa maneira ],[ baCP  com a norma definida por ∫= b
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dxxff 2
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))((  é um 

espaço vetorial normado, que denotamos por )],,[( 2baCP . 

Definição 3: Um espaço vetorial normado E  é dito Completo ou de Banach se todas as suas 
seqüências de Cauchy convergem em E . 

O resultado principal deste trabalho é o seguinte: 

Teorema: Existe seqüência de Cauchy em )],,[( 2baCP  que não é convergente em 

)],,[( 2baCP , ou seja, )],,[(
2

baCP  não é de Banach. 

Idéia da demonstração: 
Seja ℜ→]1,0[:nϕ definida por: 
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ϕ . Então ]1,0[CPf n ∈ n∀ . Fazendo uso da norma acima definida 

fica fácil mostrar que )( nf  é de Cauchy em )],,[( 2baCP , porém não existe função 

]1,0[CPg∈  tal que gf n → em )],,[( 2baCP . 
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